Alternative nicht parametrische Verfahren der multivariten Analyse
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1. Einleitung

Die folgenden Betrachtungen stellen alternativefAfeen der multivariaten Analyse bereit, die an
erster Stelle eine transparentere Entscheidungsfondnterstutzen groliteils aber auch angemessenere

im Sinne von genaueren Verfahren darstellen.

Wesentlich betrachtet werden die Informationstdami Fuzzy C Means Clusterung, relationale
Diskriminanzanalyse, evolutorische Skalenbetraaghtwmnd verschiedene nicht parametrische
Verfahren der Ermittlung von A-posteriori- sowiengginsamen Verteilungen, hierbei wird unter

anderem im Vergleich zu Rating-Techniken auch agflfonzept der Copula eingegangen.
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Die Vorteile relationaler Betrachtungen bei Datesthaden, die haufig wesentlich auch fehlende
Daten enthalten und die Mdglichkeiten der a-pric@mplexitatsreduktion mittels OLAP-Techniken,
die andererseits zur Einbindung verborgener Inftionarelationale Betrachtungen notwendig

machen, sind nur am Rande angesprochen.

Ziel der Darstellung ist besonders auch die Sdiséung fur die mit der statistischen
Erkenntnisgewinnung verbundenen Unschéarfe-Problafiee,aus der Berlicksichtigung sowohl der
Anzahl der zur Verflgung stehenden Daten, wie aléchverzerrten metrischen Berlcksichtigung der

Daten resultieren.

2. Darstellung der Techniken

2.1. Empirische Verteilungsfunktion, Quantile undrkiskalen

Wir nennen

Fo R - [0;1] mit Fn(x):%i]{)(i,m)(x), nOIN
i=1

die empirische Verteilungsfunktion einer gegebenen Wertemenge{ 1,..,%,}, wobei 0.B.d.A.

Xir1 = X fUr i=1,..,n-1 sei.

Die empirische Verteilungsfunktion zahlt also aireegegebenen Wertemenge die Elemente kleiner
oder gleich einem gegebenem Wert und normiertaierisaltene Anzahl beztglich der Gesamtanzahl

der nicht notwendig verschiedenen Werte der beteseh Wertemenge.

Sei weiter X={X1,..,%}, k<n, 0.B.d.A. X1 =X fir I=1,..,k-1 die Teilmenge der verschiedené&iXy
und
{xOXp:x=x}
n

P = , I ::L..,k

die relative Haufigkeit der verschiedenen x in Xls a-Quantil* wird dann allgemein der Wert

g(@)=inf{x: Fy(x) = a}
bezeichnet. Sofern kein der Wertemenge existiert fur dag3¥) = a gilt, kann hiervon abweichend -

so in der Quantilsfunktion unter Excel -

1vgl. etwa Elpelt, Hartung: ,Multivariate Statiktj Oldenburg 1995, S. 33.
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i
o= 2Pl i i+l

q(a) = xj + p:ii Xi+1 = Xj), fa”SGD[|§|_pl;|§;|_le

festgelegt werden, womit die Quantile als Funkiron a verstetigt werden.

Als empirische Quantilsfunktion (oder Quantilsfunktion unter Excel) von F, bezeichnen wir dann
die Abbildung

i
Xj OXy, fallsa =>"p
1=1
i

G_Em i i+l
q:[0;1] — R mitq(a) =X+ p._l (Xj+1 = %), fallsa O] > py; 2P
1+l =1 1=1

X1, fallsa=0

0
wobei ) p; =0 gelte
1=1

Wir sprechen der Kirze halber dann auch einfach demQuantilsfunktion sofern die zu Grunde

liegende empirische Verteilungsfunktion ersichtlist

Mit dem Begriff Marktskala der Feinheit d, 6=%n, m<n, wird weiter im Folgenden die an den

aquidistanten Stiitzstellen®, 28, 39, .., nd betrachtete Quantilsfunktion verbunden.

Also beispielsweise fir m=10 die Anordnung

q(0)= g0, =. ...... <q(1).

Wegen des eher zufalligen Charakters sind die Rande g(0) und g(1) der Quantilsfunktionen
zumeist weniger von Interesse.
Unter derKupierung einer (empirischen) Verteilungsfunktion Zim Niveauy, verstehen wir weiter

die Transformation



q(y), fallsa<y
Yg(a)=4q(a), fallsy<a<il-y
gq-vy), fallsl-y<a

der Quantilsfunktion zu J=Wir sprechen von eindinks- bzw. rechtsseitigenStutzung zum Niveau
Y, wenn die mit der Kupierung verbundene Transfornmatier Quantilsfunktion nur am unteren bzw.

oberen Ende der Quantilsfunktion vorgenommen wird.

Die Quantilsfunktion stellt offensichtlich eine afiengen von Objekten orientierte Einteilung im
Gegensatz zu beispielsweise aquidistanten metrisEligeilungen einer Wertemenge=XX,..,%.}
her und eignet sich so besonders zur Betrachtutigadrskalierter Wertemengen, wie sie auch durch

Rating-Symbole gegeben sind.

Es werden im Folgenden sowohl mittels ZahimaRerfiadieen die sich ausschliellich auf die ordinale
Struktur von Wertemengen beziehen betrachtet,v8a die Rangkorrelation, wie auch Verfahren die
sich auf die Metrik von Wertemengen stiitzen, wdeé&iteres in empirischer Anwendung immer
sowohl ein Berlcksichtigen der Metrik wie implizatich des ZahimaRes zur Folge hat, so bei den

folgenden Clusterverfahren, die ausserdem eindsoleé Skalierung der Merkmale voraussetzen.

Beliebige 0.B.d.A aufsteigend geordnete sogena@uiaitatenl; <I, <...<l,einer Menge L mit n
verschiedenen Qualitaten kdnnen aber ohne weitgiesen vermdge der Transformation
2i-1

I' - y i: ..,n
! 2n a

aquidistant in das Intervall [0;1] abgebildet ward®ie getroffene Festlegung minimiert dann den
maximalen Abstand eines beliebigen Punktes im Hisiheervall mit 1/2n zur naheliegensten
Qualitat. Sind die Qualitaten nicht als aquidis@mmtunehmen, so kdnnen die Qualitaten beziglich des
dann notwendig vorhandenen Wissens im Einheitsialegenauer abgebildet werden, womit auch
ordinale Merkmale in den folgenden Metrik erwartemd/erfahren, verwendet werden kdnnen, was
bezuglich der Uberinterpretation der durch die Q@rdn gegebenen Information zumindest zur
Uberprifung der Ordnung sinnvoll Verwendung findéw@ann, sofern die Ordnung auf

Teilinformationen begriindet ist.

2.2. Clusterverfahren



Clusterverfahren bilden anhand gegebener Merkmale. iKennzahlen KU- IR betrachteter

Objekte WU Gruppen ahnlicher Objekte. Die Techniken hiezeetdurch metrische Merkmale
charakterisierte Objekte voraus, womit eine Ahrdah der Objekte direkt mittels (Ublicher
Abstandsmalie beurteilt werden kann. Es ist im falga weniger Ziel mdgliche Optimierungsansatze
zu diskutieren als die Vorteile besonders des FQWst€rverfahrens zur Visualisierung in

multivariten Problemen zu nutzen.
2.2.1 Ein allgemeiner Ansatz fur ClusterungengatstDistanzmal3en

Die Ahnlichkeit zweier Objekte;wind y sei mittels einer Abstandsfunktion g() beurteilt. Geben
wir weiter eine Gruppen- bzw. Clusteranzahl ¢ vaid wcharakterisieren wir die Cluster durch
Clustermittelpunkte y..,\; und legen wir auRerdem die Zugehdrigkeit eineseklbs u zu genau

einem Cluster v mittels der Zugehdérigkeitsfunktion

1,falls vdasbenachbaesteCluster v u ist
z(u,v) =
0, sonst

fesf, so besteht der Clusteransatz in der Aufgabe, Higehorigkeiten z(.,.) und die ¢
Clustermittelpunkte veiner Anzahl n betrachteter Objekte a0 festzulegen, dass die Summe der
Abstdnde der Objekte von ihren zugeordneten Cltiipunkten minimiert wird. D.h. die

Zielfunktion

n C
33 (2(ur, v)d(ur, )2,
r=1j=1

ist bezlglich z(.,.) undy.,\; zu minimieren.

Sowohl die Objekte u wie auch die Clustermittelpenks sind als Vektoren gegeben und
mehrdimensionale AbstandsmalRe beruhen in der Zusafiihrung der Abstande der Auspragungen
der einzelnen Merkmale im wesentlichen auf einergéwichteten) Addition der eindimensionalen
Merkmals-Abstande, womit es grofdteils zur Vermeglumbewul3ter Gewichtungen (vgl. auch
Abschnitt 2.4 ,implizite Gewichte") notwendig wirdich auf transformierte normierte Merkmals-
bzw. Kennzahlenausprdgungen zu beziehen, um eimgleihbarkeit der Merkmale in der

Abstandsfunktion zu erhalten, wie im Folgenden raettlicher wird.

2 Sollte es mehrere benachbartste Clustermittelgunkion u geben, so sei zunachst eine beliebigedfiuag
zu einem der benachbartsten Mittelpunkte zugelassen
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Betrachten wir hier die Euklid-Norm und damit diesdandsfunktion

P 2
da(ur,vj)= Z(ur(i)_vj(i)) ’
i=1

wobei p die Dimension der Objekte also etwa dieakhbericksichtigter Kennzahlen oder Merkmale
angibt. Der Mittelpunkt zu bildender Cluster karand als Vektor der Mittelwerte der Auspragungen

zugeordneter Objekte festgelegt werden:

n

2.2(Ur, Vi)
r=1

n
Zz(ur,vj)
r=1

vj= : , j=1,..,c,c0{1,2,3,..}

n
> 2(ur,v; )ur(p)
r=1

n
2. 2(ur,vj)
r=1

In der Literatur finden sich vielfaltig Vorschlagewohl zur Losung des Optimierungsproblems als
auch zur Festlegung einer geeigneten Clusterarsahkie auch zur Wahl und Bedeutung anderer
Festlegungen der MittelpunRteDie jeweils erzielten Ergebnisse sind nicht urdatgfig von den

eingeschlagenen Vorgehensweisen.
2.2.2 Besonderheiten des Fuzzy-C-Means Clustehreria

Das sogenannte Fuzzy-C-Means Clusterprol§fe@M-Clusterproblenf)modifiziert das beschriebene
Clusterproblem. So ist wesentlich die gleichzeitfymrdnung der betrachteten Objekte zu mehreren

Clustern zugelassen, wobei aber fiir die modifigi&ugehdorigkeitsfunktioa (u, v) gefordert wird
e C -~
zZ(u,v)O[0;1] und > zZ(uvj)=1
=1
Das dem allgemeinen Ansatz oben entsprechende HOMe@roblem entspricht dann mit

Verwendung der Euklid-Norm der Minimierung der Ziglktion

3 vgl. etwa B. Elpelt, J. Hartung: ,Multivariate $ittik“, Oldenburg 1995.
“ Vgl zur FCM-Clusterung auch R.Holz: ,Fuzzy Setder Tarifierung“, Shaker 1996 oder besser J.CdBlz
.Pattern recognition with fuzzy objective functiaigorithms"”, Plenum Press, New York 1981.
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n c
ZZzz(ur,vj)dg(ur,vj)
r=1j=1

beziiglichZ (u, v) und modifizierten Clusterzentrén,.., V., unter der Nebenbedingung
C e
ZZ(U,VJ') =1,
=1

bei beliebigem aber festem c>1. Mit den modifigarClustermittelpunkten

n
Z_:lzz(”f’vj)ur(l)

n
Zzz(ur,vj)
r=1

V= : L j=1,...c c0{1,2,3,.}

n
~2 —_~

>z (ur,vj)ur(p)

r=1

n

~2 _
22U, Vj)
r=1

stellen sich dann die optimalen Zugehdrigkeitswiert@bhangigkeit vorvy,.., V. wie folgt dar:

%%(U,Vi)
C

2

=/ d5y))

Z(uyvj) = ,i=1,.c, QU.

Als Vorteile der FCM-Clusterproblematik gegenuber driginaren Clusterproblematik zeigen sich,
dass es beispielsweise mit dem sogenannten ISODAgArHthmus moglich ist, unabhangig von
einer Strategie und selbst weitgehend unabhangigleo Festlegung der Ausgangsclustermittelpunkte
ein lokales Extremum der Zielfunktion zu erhaltewpbei im ISODATA-Algorithmus im
wesentlichen ausgehend von einer Anfangsbelegun@ldstermittelpunkte, sukzessive bis nur noch
minimale Veranderungen zu beobachten sind, die Zirggkeiten und dann die Clustermittelpunkte
neu berechnet werden.



Die genannten Vorteile beruhen auf der mit der FCMsterung erzeugten gré3eren Information. Die
verallgemeinerten Zugehérigkeitsweréu, v) bilden eine Ordnung der Zugehérigkeit eines Oleigkt
zu den verschiedenen Clustermittelpunkten und ¥eeneso die Objekte mit allen Clustern, womit in
jedem lterationsschritt die gesamte Informationatem bleibt und so die bei den dblichen
agglomerativen oder divisiven Clusterstrategiendfende Gefahr des ,unbewuf3ten Verlaufens® zu

Nebenoptima zumindest abgeschwacht ist.

Die verallgemeinerten Zugehdrigkeiten verschiedgdbjekte zu einem Cluster sind jedoch nicht
unmittelbar vergleichbarweshalb wir im Folgenden bei der Betrachtung @Gnstergewichten den
genannten Vorteil zwar beim Auffinden der optimat@ostermittelpunkte nutzen, die Objekte fiir die

Gewichtsbildung aber jeweils einem Cluster mit lgiehZugehorigkeit streng zuordnen.

Die Zuordnung der Objekte zu allen Clustern bei Bestlegung der Clustermittelpunkte mildert
darlber hinaus den Einflul von untypischen Objekterden Randern ab. Die mit der Euklid-Norm
neben der ,Belohnung” der Nahe zu Clustermittelpenkverbundene ,Bestrafung” der beziiglich
einzelner Komponenten entfernt liegenden Objeldefgrund der Quadrierung der Abstéande - flhrt
beim origindren Clusterproblem zu starken Verfalsgen einzelner Clustermittelpunkte. Bei der
FCM-Clusterung werden vermeintliche Ausreiler hgeye bei der Festlegung von

Clustermittelpunkterv auf alle Cluster verteilt und dennoch dem naagtinden Cluster zugeordnet,

was die FCM-Clusterung robust gegenuber Ausreiffexcht.

Wir verwenden die FCM-Clusterung auch dazu - ahnldem Hilfsmittel der Korrelation -
Zusammenhadnge betrachteter Kennzahlen zu prifelfemnwir - von den einzelnen Objekten
abstrahierend - funktionale Zusammenhdnge der ehadtelpunkte betrachten. Hierzu
berucksichtigen wir in der Abstandsfunktion bewul&ewichtungen, um die Betrachtung
aussagekraftiger in Bezug auf wesentliche Blicktiolgen gestalten zu kénnen, d.h. wir verwenden

die gegentber oben modifizierte Abstandsfunktion

p
dZ(ur-Vj)::\/zgi(ur(i) _Vj(i))z , 9i O IR,
i=1

was allein schon die angesprochene und im AbscBrdttweiter begrindete Vergleichbarkeit der
Merkmale der Objekte erfordert. Die Realisierung ¥erfahrens in der Datei Analyse.xls ermdglicht
auch das Festhalten von Merkmalsauspragungen iratittes-Prozess, womit zusatzlich spezielle

Blickrichtungen erzwungen werden kénnen.

®Vgl. ebenda R.Holz: ,Fuzzy Sets ..., Shaker 19967 2ff
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Zur Prufung von Abhangigkeiten wird das Verfahref@dem zur Clusterung von Randverteilungen

und deren Copula verwendet.

2.3. Relationale Diskriminanzanalyse

Die Besonderheit des Verfahrens ist einerseits diie Clusterung &hnliche Abstrahierung von
funktionalen Zusammenhangen und besonders aucheffigente Nutzung des vorhandenen
Datenmaterials. Es werden gegensatzliche Objektesstg betrachtet und innerhalb dieser Segmente
die im Verhdltnis zu allen Objekten unterschieddichvorkommen der Merkmalsauspragungen in
Bezug auf die die Segmente definierenden Merkmateabhtet, um mittels Streuungen und quasi-
funktionalen Zusammenhéangen Einblicke in Abhéangigkezwischen den Merkmalen von Objekten

Zu gewinnen.
2.3.1 Segment-Schichtung

Die vorhandenen Informationen zu gebildeten Segememterden geschichtet betrachtet, um auch
innere Aussagen zu den betrachteten Segmententegrhall kénnen. Hierzu wird das jeweils
betrachtete Segment in Objekte aufgeteilt, die WMwlistdndig angehéren und in solche die die
Segmenteigenschaften mehr oder weniger erfiillem, stegenannten unschérfe oder fuzzy Befeich
So kann mit einfachen Mitteln eine Segment-Statigibildet werden, die die an die Korrelation
angelehntdlickrichtung

.j€ mehr die Eigenschaften des Segmentes gegebéndssto ..."

fur beliebige ein- oder mehrdimensionale Objektsalsitte ermdglicht.

estg

Zugehbrigkeit g

zum Segment

0 [ Trager I u

Die betrachteten Objekte u erhalten also insgebemiiglich der Segment definierenden (abhéngigen)

Merkmale einen Zugehdrigkeitswertu) O [0; 1] zu dem jeweils betrachteten Segment.

® Fiir eine Einordnung der Fuzzy Set Theorie beaefwa R. Holz: ,Rating, Ranking, Scoring und Fuzzayss,

Blatter der DGVM Heft 3/98, S. 363-384 oder auchSRising (Hrsg.): ,Fuzzy Theorie und Stochastikghtr

1999 und fir die angesprochene Technik R. Holzof§stadte Ranking 2000 “, Shaker-Verlag Aachen 2000.
9



2.3.2 Segment-Statistik

Fir dieSegment-Statistikwerden dann sowohl in den Segment definierenderkiiuen wie auch in

den Ubrigen (erklarenden bzw. unabhangigen) Mergmal

« mit dem Trager alle Objekte betrachtet, die dem Segment mit eifiggehodrigkeitp(u) > 0

zugeordnet sind und deren Mittelwert sowie deren Streuung ermittelt.

« Weiter wird der beziglich der ZugehdrigkeigewichteteMittelwert m, betrachtet

e und schlieBlich der Mittelwert g und die Streuungssder Objekte, die dem Segment mit
Zugehdorigkeitu(u) = 1streng zugeordnet sind.

So lalkt sich mittels verringerter Streuungen gebenider Gesamtstreuung sler jeweiligen
Kennzahlwerte beurteilen ob Beobachtungdrarakteristisch fir das betrachtete Segment sind,
wahrend die Mittelwerte mbis m flr sich und im Vergleich zum Mittelwert gnaller Objekte eine
eventuell vorhanden8ystematik bezliglich der vorgegebenen Blickrichtung erkenmbachen. Wir
nennen Mittelwerte mbis ny systematisch im Sinne der Blickrichtungwenn mg< ml< m, < mg

oder m=m; = m, = mg gilt.

Ein wesentlicher Vorteil der Segmentstatistik gddear beispielsweise Korrelationen ist — wie schon
angedeutet — der wesentlich geringere Informatierigst der Betrachtung. So wird es beispielsweise
auch mdoglich Uber die Betrachtung der Veranderungseabhdngigen Merkmals als erklarendes
Merkmal zu beurteilen in wieweit aktuell beobacetBhanomene aus den Veranderungen resultieren

und in soweit zufélligen Charakters sind.

2.3.3 Vage Klassifikation

Die Objekte u einer Gesamtmenge betrachteter Gbjdlksind tiber Kennzahlen Kozw. tber deren

Auspragungen Ku) mit
Ki:U- RO{-},i=1...p
charakterisiert, Uber die mittels sogenannter vagmmzepte Kkonzepy U~ [0; 1] im Sinne eines

verallgemeinerten Wahrheitswertes Objekte mit sglezi Kennzahleigenschaften gefiltert werden

10



kénnen. Mit ‘- lassen wir wie Ublich auch nichbrhandene Werte zu. Etwa mit den abstrakten
Eigenschaften hohe, normale und geringe Kennzatdweyenauer mit den vagen Konzeptgnck(u)

, Kinorma(U) UNd Kgering(U) — kdnnen dann eindimensionale Objektesegmestigdgt werden.

In der aufgezeigten Weise festgelegte vage Konzbp#eichnen wir als linguistische odesge

Klassifikation der Kennzahl K.

Eine vage Klassifikation ist so weder mit einem Is®@ndigkeits-Kriteriuth noch mit anderen
objektivierenden Kriterien verbunden. So verwend@nvage Klassifikationen im wesentlichen zur

Erzielung ausreichender und ausgeglichener statiwtr Basen fur eine Diskriminanzanalyse.

In einer Diskriminanzanalyse im Sinne hier — deFamirichtund vielfaltig sein kann - werden also
Uber filternde vage Konzepte gegensatzliche Segmseat gebildet, dass ihnen ausreichend und
vergleichbar viele Objekte zugeordnet sind. Im Kaptzhohe Kennzahlwerte erhalten beispielsweise
die 20% hochsten Werte den Wabhrheitswert 1 und 2Mi&6 nachst niedrigeren Werte linear
zugeordnete Wahrheitswerte aus (0; 1). Analog wiitddem Konzept gering verfahren. Wie in der
Fuzzy Set Theorie allgemein ublich ist die Newateiner Eigenschaftlon,epr(u) formell mit 1-
Kionzept(U) gegeben. Zumeist wird es dann nicht sinnvoih gn Konzept zusammen mit dessen

formeller Negation in einer Diskriminanzanalysehatrachten.

Mit den mittels der Quantilsfunktion in Excel belhaetena-Quantilen g; (o ) der Kennzahlwerte
{Ki(u):udU} ist also beispielsweise
1, falls Kj(u)=q; (08)

Kj(u)—q;j (06)
gi (08) -q; (06)

Kithoch)(U) = fallsqg g <Kj(u)<qj (08)

0, sonst

und

" Vollstandigkeits-Begriffe kdnnen beispielsweisg iown im Sinne einer vollstandigen Beriicksichtiguater
betrachteten Objekte durch die Klassifikation odmttom up durch eine vollstdndige Beriicksichtigung
relevanter Perspektiven zu Klassifikationen gebilderden, woraus sich dann auch Qualitaten bemspéeite
fur Rating-Verfahren ableiten lassen.
8 Zumeist ist die Analyse unterschiedlicher oder gimsamer Einfliisse auf die betrachteten Segmest&idh
einer Diskriminanzanalyse. Ziel kann aber auch dig hoéherem Abstraktions-Niveau durchgefiihrte
Nachahmung bekannter sonstiger multivariter Vedahsein, wobei mit dem hdheren Abstraktions-Niveau
besonders eine stabilere Modellbildung erreichlgan &ann und die Uberpriiffung komplexer mathematisch
statistischer Kalkile insbesondere bezuglich dekuWvig von Skalenverzerrungen stellt ein méglichies dar.
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1, falls Kj(u)<q; (02)

| (04) - K;
Kigering) 8)= Sl o= fallsa; 02)<Ki () <a; 0)

0, sonst

Das Konzept normal ist fiir die hier betrachtetehindc zumeist weniger von Bedeutung. Mit einer in
Bezug auf die Segment-Starke den gewahlten Konzdpieh und gering vergleichbaren Festlegung

der Form

1, falls gj (04)<K;(u)<q; (06)

Kj (u)-q; (03
gi (04) -q; (03)°
i (0,7) - K (u)
gi 07) - q; (06)

fallsgj (03) <K (u)<d; (04)

ki(normal)(U) =

fallsq; (06) <K (u)<q; (0,7)

0, sonst

ist die Segment-Statistik beztglich der oben skizen Segment-Schichtung aber in gleicher Weise

anwendbar. Auch muf das Konzept normal nicht zwidggymmetrisch sein

2.3.4 Mehrdimensionalitat

Sofern die Segmente mittels mehrerer Kennzahlerildgebwerden, sind die eindimensionalen
Konzepte also die Zugehorigkeitswerte der Objektie den betrachteten Kriterien geeignet zu
Verkniipfen. Zu Bedeutung gelangen hier insbesordier [Holz 98}° betrachteten und motivierten

sogenannten Durchschnittsoperatoren. Der Vollstikedti halber sind die vorgestellten Operatoren

hier nochmals aufgefihrt.

Definition:
Eine Abbildung D:[0;1]P - [0; 1]nennen wir(p-stelligen) Durchschnittsoperator pd {1,2,...},

falls gilt:

Idempotenz D(a,...a) =a

° In den Versionen der die Techniken hier bereitstelen Software des Autors ist das Konzept nornegjem
des geringeren Parametrisierungsaufwandes symuotekinzipiert, Uber alternative Verknipfungen saimbr
auch nicht symmetrische zentrale Konzepte abbildbar

YR, Holz: ,Rating, Ranking, Scoring und Fuzzy SeBt4tter der DGVM Heft 3/98, 363-384.
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Monotonie: D(al,...,ap)s D(bl,...,bp) soferna; <bj,i=1,....p

Man weist leicht nach, dasdin(ay,...,.ap) undMax(a,...,a, Durchschnittsoperatoren sind. Dartber
hinaus gilt*

Min(al,...,ap)s D(al,...,ap)s Max(al,...,ap)

fur alle Durchschnittsoperatoren, was allein ausidempotenz und der Monotonie folgt. Andererseits
folgt die ldempotenz aus der Eigenschaft der Duchistsoperatoren bezlglich Min(.) und Max(.)

innere Operatoren zu sein.
Markante Familien von Durchschnittsoperatoren sind:

a) Der sogenannteerallgemeinerte Mittelwert,

a a
a1 +..+ap
p

Dq(ag,..ap) = ,a>0.

Fur a=1 erhalten wir so offensichtlich den arithmetischdittelwert der Zugehorigkeitswerte. Fir
a=2 erinnert dieser Durchschnittsoperator an dieliet¥dorm, womit deutlich wird, dass zur

Betonung der Skalenpole verwendet werden kann.

b) Der sogenanntklin-Max-Operator ,

Mit dem Min-Max-Operator kénnen die zu aggregiemmé&riterien graduell zwischen den Extremen

Min() und Max( ) abgestuft werden.

c) Der gewichtete Durchschnitt,

p p
Dwa (a1,--ap) = D wjaj, > wj =1, w; 0(0,1).
i=1 i=1

d) Bereichsdurchschnitte

11 G Klir, B.Yuan: ,Fuzzy Sets and Fuzzy Logic*, PriestHall 1995, 88f
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In Anlehnung an den sogenannt@rDurchschnit? kénnen Durchschnittsoperatoren betrachtet
werden, welche die Eigenschaften verschiedenerl3uahmittsoperatoren verbinden. Wir bezeichnen

sie alsBereichsdurchschnitte 3 und definieren:

Di(ag,...,ap) sofernaj U[0;Aq],i=1,...p

DB(al,...,ap):: A max@\ 1,min(a1,...,ap)) +(1-A)min(A 2,max(a1,...,ap)),sonst

D2(a1,...,ap) soferna; (A o; 1],i=1,....p
mit 0SA,<A,<1,A [O[0;1]undD,,D, beliebige Durchschnittsoperatoren.
Im Spezialfall zweier Merkmale ist m@=A1 =A o undD1 =0sowie Do =Dyyp , dann

E%E,fmbabmmﬂ

D @b) =
0, sonst

ein Bereichsdurchschnitt der verdeutlicht, dasbassendere die Exclusivitat der Durchschnittsbildung
— Zugehdrigkeit O fiur die nicht allen betrachtetéonzepten positiv zugeordneten Objekte — eine
wesentliche Eigenschaft der Bereichsdurchschrstiedie sich besonders zur Bildung von abstrakten

Relationen also etwa auch fur ein regelbasiertésmiRanbietet.

2.3.4 Verfahrensabgrenzung

2.3.4.1 Copulas und t-Normen

Zur Abgrenzung der Durchschnittsoperatoren obegnsien Folgenden weitere Operatoren betrachtet,

die insbesondere auch einen Bezug zu stochastisatezpretationen herstellen.
Definitionen®?

1. Eine FunktiorT:[0,1] x[ 0,4 - [ Q] heiRtT-Norm, falls gilt

12y/gl. etwa Klir, Yuan: ,Fuzzy Sets and Fuzzy Logi@rentice Hall 1995, S.93ff.

13 Vgl auch R.Holz 1998: ,Rating, Ranking, Scoringd; .
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i. T(@)=a (Einselement)

i. a<b=T(a,c)<T(b,c) (Monotonie)
iii. T(a,b) =T(b,a) (Kommutativitat)
iv. T(a,T(b,c)) =T(T(a,b),c) (Assoziativitat).

Wir bezeichnen T auch als verallgemeinertes Und.

2. Eine FunktiorS{01]x[0,4 - [ 0, heiRtT-Conorm (auchS-Norm), falls gilt

i. S(a0)=a (Nullelement)

ii. a<b= S(a,c)<S(b,c) (Monotonie)

iii. S(a,b) =S(b,a) (Kommutativitat)
iv. S(a,S(b,c)) =S(S(a,b),c) (Assoziativitat).

Wir bezeichnen S auch als verallgemeinertes Oder.

Bemerkungen + Definitionen:
1. Das Einselement der T-Normen bzw. das NullelemenSdNormen gewéhrleisten offensichtlich,
dafd T-Normen bzw. S-Normen fur die Wahrheitswerts0 1 die Wahrheitstafeln des logischen

Und bzw. Oder wiedergeben.

2. Wichtige Beispiele fiir T-Normen sitid

Tmin(@, b) = min(a, b),
Tprod(a,b) = ab,
a, falls b=1
Ty(@b) = b, fallsa=1
0, sonst.

Ferner gilt,
Tw (8,b) <T(a,b) < Thin(a,b),

fur alle T-Normen T.

¥ vgl. [Klir 95]
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3. Wichtige Beispiele fiir S-Normen sifid

Smin (8,b) = max(a,b),

Sprod (@, b) = ar b- ab,
a, falls b= 0

Syw(@hb) = 4b, fallsa= 0
1, sonst.

Analog zu 2. qgilt,
Smin(a,b) < S(a,b) < S, (a,b),

fur alle S-Normen S.

4. Begrindet auf die Assoziativitat der T-NormemwbZ -Conormen verallgemeinern wir die 2-

stelligen Verkniipfungen zu r-stelligen tb®,1]", r = 3,4,...

Tr(ag,..,a )= T(eo... T@-2 ,@-1 ), 8 )-..), 0[O0 , 1 ,...,r.

(r—=1) mal

Analog fiir §. AuRerdem setzen wiy (a):= S§(39:= a &aJ[0].

Definition: *
Eine FunktionC:[04]" - [01] heiRtCopula, falls gilt:
1. C(Xy, .., %)=0, falls x=0 fir mindestens ein i=1,..,r
2. C(Xq, .., %)=c, falls x=c fur genau ein j=1,...,r ung=d fur jzi=1..,r

3. Dashin[og]"ist z(—1)zin:1si C(eqag + L—€1)by,...enan + L—€p)bp) =0
(e1,-en){0g"

Bemerkungen + Definitionert”:

1. Far Copulas gilt:

2vgl. ebenda
8 vgl. Pfeifer 2003
7vgl. Nelsen 1999 und Pfeifer 2003
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max, +..+x, —n+1 0) < C(x,,..,X,) < min(X,,..,X,)

und es existieren Copulas die auch t-Normed, silomit dann die untere Grenze aus

der Verallgemeinerung von, Tauf [0,1] im obigen Sinne resultiert.

2. Seien X i=1,..,n stetige Zufallsvariablen mit Verteilufigsktionen F, dann sind die p6tochastisch

unabhangig genau dann, wenn

n
C(Fl(xl)1"!|:n(xn)) = I-lll:l (XI)
i=

gilt. Die so definierte Copula wird auch alsdbbhangigkeits-Copula bezeichnet.

3. Copulas sind ein noch junges Forschungsgebieiladellierung von Abhéngigkeiten. Wir
verwenden die Clusterung der QuantilsrangeMerkmalen gemeinsam mit der Unabhangigkeits-
Copula dazu ahnlich dem Konzept der Rangkdrozladie Annahme stochastischer
Unabhangigkeit zu tberprifen bzw. Einsichteneth gemeinsame Verteilung zu erhalten. Weitere

Copulas finden sich beispielsweise bei Pféifer

4. Die nicht gegebene Idempotenz der t-Normen macsderdem bereits deutlich, dass statistische
Kenngrof3en die sich empirisch sowohl auf dddridald also auf die Anzahl bericksichtigter
Beobachtungen wie auch auf die Metrik der Bebhangen beziehen und auf dem
Produkt-Operator beruhen Ungleichgewichtungeteir Bedeutung gegeniiber dem Zahlmaf3
hervorrufen. Dies ist insbesondere beim PeactemsKorrelationskoeffizienten der Fall, wie auch

im Vergleich zur Rangkorrelation noch deutlicherd.
2.3.4.2 Bestimmtheit

Eine dem quadrierten Pearsonschen Korrelationskaaffen angelehnte Prifung der Stéarke von
Diskriminierung mittels TrennmaR¥n ist einerseits wegen der damit verbundenen zanméiht

notwendigen weiteren Informationsreduzierung in d&egmentstatistik oben nicht betrachtet.
Andererseits ist ein solches Mal3 sofern es norenigergleichbarkeit erzeugen soll nicht trivial
naheliegend. Fir eine relationale Modellauswahlaetw Bezug auf besonders diskriminierende

Merkmale ist ein solches Bestimmtheitsmal} jedodiveradig.

8 y/gl. Pfeifer 2003: ,Modeling Dependence ..“
¥vgl. etwa Elpelt, Hartung: ,Multivariate StatistjkOldenburg 1995, S. 145f sowie 251ff
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Mit a=sCm und (vgl. Abschnitt 2.3.1 ,Segment-Schichtung®) dmschichteten Mittelwerten gn
k=1,2,3 sowie den ebensolchen Streuunggn ls=4,5 bezuglich zweier Segmente j=1,2 und
Merkmalen i bietet sich flr den Vergleich der Séxion Diskriminierung in Bezug auf die einzelne

Kenngrol3e a das Maf3

|ak1i _ak2i|
N = ma){lakli|,|ak2i |}
0, sonst

falls nichtay; =0undayyj =0

aber direkt an. Die Wahl des Nenners stellt dane &l6glichkeit dar, die absolute Abweichung des
Zahlers nicht durch kleine Bezugsgrdol3en in ihriatineen Bedeutung zu tberzeichnen. Abhangig vom
Ziel einer Modellbildung sind fur eine Auswahl rédmal diskriminierender Kennzahlen i die

zugehérigen KenngréRen dann noch geeignet zu vefénii
2.3.4.3 Korrelation

Zur Beurteilung sachlicher Zusammenhénge zwischemnKahlen bzw. Merkmalen werden
Uberwiegend Korrelationen insbesondere bei vermotéihearen Zusammenhangen herangezogen.
Der Pearsonsche Korrelationskoeffizient als Mal3Gite eines solchen Zusammenhanges wird auch
Produktmomentenkorrelation genafintwomit wesentliche Kritikpunkte beziiglich der niler

genannten Korrelation gemessenen Zusammenhange dehtlich werden.
Zum einen ist die Momenten-Methode eine von spleziélerteilungen stark vereinfachende Methode
der Erkenntnisgewinnung und zum anderen ist daduRtals Aggregator von Teilinformationen ein

stark verzerrender Aggregator beziiglich der Matek Teilraume.

Beziglich zweier ZufallsvariablenX,Y wird die sogenannte empirische oder Pearsonsche

Korrelation P wie folgt berechnet:

2 XXX 2y
xDX[ X| 3 JyDY[ ¥y ]

2 2’
X y
\/X%:X[ \X\ xZ j y%:Y[ Myz ]

2vgl. ebenda
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P ist dann, wie man leicht nachprift, invariantlggizh multiplikativer Verdnderungen von X und Y
(Skalenparameter) wie auch gegenuber der Additmm Konstanten (Lageparameter). Erheblichen
Einflud besonders beziglich der Skalen verzerreMdegkung der Multiplikation hat hingegen die

Verteilung der Kennzahlenauspragungen.

Vergleichen wir P mit den im Zusammenhang mit d&rstérung betrachteten Normen, so tritt im
Zahler von P an die Stelle der Addition von Abstmderschiedener Teilrdume die Multiplikation
dieser. Die Korrelation P ist dann bezuglich desdBktes der Standardabweichungen normiert und
summiert im Zahler die multiplizierten gezéahlten sénde von den nicht notwendig zentralen

Durchschnitten der betrachteten Kennzahlen.

Die Multiplikation der Abstande im Vergleich zur didion der Abstande in den Normen hat dann
zwar den Effekt, dass sich einseitig gemessenenggerAbstidnde im Ergebnis zugunsten geringer
Korrelationen auswirken. Andererseits werden aladieran den Mittelpunkten liegende betragsméaRig
Ubereinstimmende Abstande im Vergleich zu entféisgenden betragsmaRig Ubereinstimmenden
Abstanden stark unterbewertet, womit Korrelatiofast ausschlie3lich von den entfernt liegenden
Werten bestimmt sind, die die Anzahl der Beobadjgpankte in ihrer Bedeutung unwesentlicher
werden lassen. Dies zeigt auch der Vergleich zingRarrelatiof" im Sinne Kendall's, das sich als

folgende Differenz von Wahrscheinlichkeiten ernhittésst:

Seien (%,Y1) und (%,Y,) zwei unabhéangig und identisch verteilte Zufalldeeen, dann ist

Tx,y = P[(X1=X2)(Y1=Y2)>0] - P[(X1 - X2)(Y1 - Y2)<0]

und es gelten die Beziehungen

<P< , 120
2 2
12 +21-1 1+31
<P< ,T<0
2 2
sowie
-1<31-2P<1

Die also in der Korrelation enthaltene wesentli€hrgentierung an den Randern der Skalen findet sich
in der oben beschriebenen relationalen Diskriminaaly/se als Verfahrens bildendes Element wieder,
kann mit dem Verfahren oben aber auch auf innerei&e der Verteilungen angewendet werden,

wobei die Betrachtung aufRerdem mit weniger Infaiomsverlust und damit exakter vorgenommen

ZLyvgl. etwa Nelsen 1999
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wird. Insbesondere die bei Normalverteilungen wigdnum den Erwartungswert konzentrierte

Masse kann so auch entscheidungsrelevant verwemddéen.
2.4 Das Problem der impliziten Gewichte

In Holz 19987 ist unter anderem ausgefiihrt, dass nahezu aldeinFinanzpresse zu findenden
Rankings bzw. Ratings direkt oder indirekt auf Methode der gewichteten Durchschnittsbildung
zuruckfuhrbar sind. Es wird dann davon ausgegandass sich die Rating-Objekté]u durch
gemeinsame Kennzahlen;:¥ - IR charakterisieren lassen, U die Gesamtheit der digten
Objekte.

Mit transformierten Kennzahlenauspragungg(K(u)),..,Tp(Kp (u)), pC {1,2is8} ein auf einer

gewichteten Durchschnittsbildung beruhendes Raﬂ'n‘ghrenrp dann wie folgt gegeben:

P P
p(u) = 2 T(K (W), ¢ O[0 T 2g=1
i=1 i=1

Mittels r, lieBe sich auch der Pearsonsche Korrelationskuefiti darstellen sofern wir die Sumrhe

durch das Produlil ersetzen wirden ung iiber U summierten. Offensichtlich kann eine Véaoiat
der Gewichte g dann unterschiedliche Bedeutungen bat¢rachteten Objekte u fir statistische
KenngroéRen oder einfach fiir das Ratfmder Objekte erzeugen. Dariiber hinaus wirkt dietfleing
der Kennzahlwerte selbst sowie die Art der Verkniigf (hier die gewichtete Addition) der

verschiedenen Kennzahlwerte eines Objektes auidtsdahe Kenngréf3en und auf Ratings.

So wurde an genannter Stelle ausgefihrt, dassrébewul3te Gewichtsbildung anhand der Gewichte

gi in den Transformationeii; eine Normierung der Kennzahlenauspragungen vefzmen ist, um

unbewulte implizite Gewichte zu vermeiden. Mit enmtuitiveren Zugang sei hier nochmals der

Zusammenhang dargestellt.
2.4.1 Vergleichbarkeit von Kennzahlen

Betrachten wir mit U beispielshalber 5 Unternehmeie, beziiglich der gerichteten Kostengdbte
K(u)=100-K’(u) und beztglich der Nettoverzinsung Z(u) die Adgpingen

22y/gl. R. Holz 1998: , Rating, Ranking, Scoring uRdzzy Sets*

2 Wir verwenden die Begriffe Rating und Ranking syy.

24 Kostenquoten sind aus Bewertungssicht je besseiejiriger sie sind, womit origindre Kostenquoteh=K
{10; 15; 20; 25; 30} in % etwa in der obigen Foreekiglich der Richtung transformiert werden kdnnen.
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K(U) ={70;75;80;85;90}
7(U) ={3,5;3,75;4;4,25:4,5

vorweisen. Das es sich bei den Angaben jeweils uoedntwerte handelt, ist im Folgenden
unwesentlich. Zunachst interessiert uns auch diatdoation der Kennzahlenauspragungen beziglich

der betrachteten Unternehmen also die Relation
(K x2)y ={(ku),z(u)):k(u) OK, z(u)O Z,u0 U}
der 5 betrachteten Unternehmenl  nitht.
Wir betrachten die Gewichtex und wz der Gleichung
S(k,z)=wkgk+wzz,kOKundzOZ,

und fragen uns, welchen EinfluR die genannten Gawiauf die Rangfolge der Ergebnisse S(k,z)

einer gewichteten additiven Aggregation von Kenteralvei den gegebenen Bandbreiten
dK = 20unddz =1
von K und Z haben. Hierzu setzen wirz = ufid finden heraus, dass fir

1
o

die moglichen Wertekombinationen der Ergebnissezg{k den folgenden Intervallen liegen:

S(702)017 =[7,0; 8,0]

S(75z)015 = [7,25;8,25]
S(80z)0lI3:= [7,5; 8,5] ,z0Z.
S(852)014:= [7,75;8,75]
S(90z)0lg = [8,0; 9,0]

21



Hierbei istw ik der einzige freie Parameter in der BerechnungS(érz) und es gibt keimv >di'

K
5
fir das der gemeinsame Schniﬁ]lj nicht von der leeren Menge verschieden ware ueith k
j=1
1 5
Wk <d—, fur das die Bandbreite des Schnitl@;lj # 0 ist, wobei sich die genannte Bandbreite fiir
K i
=1

Max 11 >Min |5 zu

Maxlq —-Minlg =wgkg+wzzy —wkky +wzzg

=wgdg —wzdz

1 . ,
errechnetw g =d— ist dann genau das Gewicht, welches das
K

Vergleichbarkeitskriterium:

S(Min{k :kOK}, Max{z :zOZ}) = S(Maxk :kO K}, Min{z :z[0Z})

sicherstellt und damit, sowohl unabhangig von eitsterpretation der Kennzahlen als auch
unabhangig von einer Verteilung der Kennzahlenaigprgen zwischen der minimalen und der
maximalen beobachteten Ausprédgung, eine (gleichdeige) Vergleichbarkeit der betrachteten

Kennzahlen bezlglich der Rangfolge der Ergebnifisg)Sermdglicht.

Anschaulich stellt das Vergleichbarkeitskriteriuncher, dass die Veranderung einer der beiden
Kennzahlen sich auch auf die Rangfolge der ErgebniS(.,.) auswirken kann. Das heif3t das
Vergleichbarkeitskriterium gewahrleistet den teskhi gleichgewichtigen Einfluld der betrachteten

Kennzahlen auf die Rangfolge der Ergebnisse S(.,.).

Ist die Bandbreitedz von 1 verschieden so wird das Vergleichbarkeateskum bezogen auf die

Bandbreite der Intervalle | entsprechend der Bagitbwon Z durch die Gewichte

Wk =d—zundwz =1 fest
d
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gewahrleistet oder firwz # Juch durch die von der jeweils anderen Kennzalabbangigen

Vergleichbarkeitsgewichte

1 1
% =d—undwz =d—.
K z

Wir betrachten im folgenden den letzteren Fall,edadie Kennzahlen fur sich, unabhangig vom

Zusammenkommen mit speziellen anderen Kennzahigheiehbar macht.

Damit ist auch die Verallgemeinerung des Vergleigkbitskriteriums auf beliebige Anzahlen von

Kennzahlen gegeben.

Bei mehreren Kennzahlen soll jede Kennzahl fiir sichit jeder anderen Kennzahl vergleichbar

sein

Das Vergleichbarkeitskriterium erfordert also, dags die Kennzahlenauspragungen jeweils mittels
der Vergleichbarkeitsgewichte durch ihre Bandbreit®rmieren bevor inhaltliche Gewichte - aus
einer bewuf3ten Interpretation heraus - unabhangig technischen impliziten Gewichten fir die

Bildung einer Rangfolge gewahlt werden.
2.4.2 A-priori Bewertung von Kennzahlen

Ohne die direkte Berlicksichtigung von Beziehungesscdhen den Kennzahlen, wie sie mit einer

Relation des Typs
(K x2)y ={(ku),z(u)):k(u) OK, z(u)O Z,u0 U}

gegeben sein kdnnen und etwa durch Clusterungerablesend betrachtet werden kénnen, stellt sich
das Problem einer objektiveren Festlegung der Baitdin der einzelnen Kennzahlen. Die
naheliegende unmittelbar aus dem Vergleichbarkeésium resultierende Festlegung der
Bandbreiten beztiglich des minimalen und maximalent®é der jeweilig betrachteten Kennzahl zeigt
sich im allgemeinen als weniger sinnvoll, da dasniMum und das Maximum von

Kennzahlenauspragungen vereinzelter, eher zufallgebachtungen gepréagt sein kann.

Fur die a-priori Bewertung der Kennzahlen, d.h. die objektive Festlegung der Bandbreite der
Kennzahlen, kommt ohne weiteres Wissen als Basmatdn nur die beobachtete Bandbreite der
minimalen zur maximalen Kennzahlenausprdgung ingdraAls etablierte Verfahren zur

Berticksichtigung der Sondersituationen im Sinnereifransformation der Kennzahlenauspragungen
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und damit auch einer Transformation der Bandbrd#e Kennzahlenauspragungen sind zunachst
verteilungsabhangige Ansatze und auch die Transfitom mittels Praferenzfunktionen von

Bedeutung. Letztere betrachten wir nicht, da ds sio subjektive Anséatze handelt.

Verteilungsabhéangige Transformationen sind, weruhtniiber die Verteilungsfunktion selbst, Gber
Momente dieser wie etwa der empirischen Standard@bwng o gebildef®. Mit
Kennzahlenauspragungen ik1,..,n, kann dann die Bandbreite der Kennzahlspragungen verzerrt

etwa bezuglich eines vielfachen vomit

S ——
i=1

festgelegt werden.

Die lineare Transformation ordnet sich dber die ichieerteilung den verteilungsabhangigen

Verfahren unter.

Als weiteres Verfahren zur Festlegung objektiver n@#aeiten der Kennzahlen kommen
Vergroberungen der Kennzahlenauspragungen durckteClungen in Frage, was insbesondere bei
nicht gegebener Stetigkeit und damit in Anwendunden Praxis geringeren Informationsverlust

ermoglicht.

Es zeigt sich jedoch bei allen Verfahren, dasditi€&ratingverfahren und auch fir statistische Kenn-
und PrufgrofRen bedeutsamen impliziten Gewichtelm&ifgig nur an wenigen Eckwerten festgemacht
werden bzw. nur mittels einer geringen Ausschopfuley mit der Verteilung tatsachlich zur

Verfigung stehenden Information bertcksichtigt werdGenauere Betrachtungen ermdéglichen hier
die im Folgenden formalisierten evolutorischen 8khktrachtungen, die dann Uber die allgemeinste

Form der Aggregation, der Relation, auch in Modkllngen einflie3en kénnen.

2.5 Evolutorische Skalenbetrachtungen
Unter Evolution verstehen wir eine fortschreitende Entwicklung vbeispielsweise Arten,
Gesellschaften, Wirtschaftszweigen, Controlling+8egten und &hnlichem, im Folgendem auch als

Systeme bezeichnet.

Uber die Veranderung der Verteilung von Kennzahbsr Organismen, der Individuen, der

Unternehmen oder beispielsweise der Kundengrupiper;olgenden auch als (Systen©pjekte

% vgl auch die Konstruktion des Pearsonschen Kdicelakoeffizienten oben.
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bezeichnet, lassen sich dann Aussagen uber diedért Evolution bzw. der fortschreitenden

Entwicklung machen.

Insbesondere wenn auf evolutiondre EntwicklungetfliHd genommen werden kann, besonders aber
wenn evolutiondre Entwicklungen gesteuert sind, sswohl fiur eine eventuell notwendige
EinfluBnahme wie auch fir ein Controlling von Steugsmalinahmen oder einfach des schaffens von
Wissen halber eine zeitnahe kontinuierliche undaitieite Betrachtung von Veranderungen von
Interesse. Die Betrachtung allein von Verteilungsmanten wie etwa des Erwartungswertes und der

Streuung ist hierbei zumeist wenig aussagekraftig.

Wir betrachten daher im Folgenden bezogen auf e@iezelne gemeinsame Kennzahl

K;j:U - Reiner Objektmenge U sowohl den Status der zeittickleranderung der Kennzahlwerte

Ki(u) wie auch die Dynamik der Veranderung bezogeneau Zeitintervall fir das einzelne Objekt

und fir das System.

Sei also K(u) der Kennzahlwert zur Kennzahl i des Objektesim Zeitpunkt t und

Kit () —Kjt-g ()
abgK; t—q (U))

, fallsK it—d (U) #0

dKi,t(u): 1 faIIsKi,t_d(u)=0,Ki’t(u)>0 , d>0

-1, faIIsKi't_d (U) =0, K it (U) <0

0, sonst

die relative Veranderung oder aublynamik der Kennzahlwerte K;(u) vom Zeitpunkt t-d zum

Zeitpunkt %5, Seien ferner;g und 4q; die zugehdrigen Quantilsfunktionen und weiter

D Kit ) =D Kji—g )

0= 03 K g (1)

die relative Veranderung der Durchschnitte der kkahiwerte der Kennzahl i von t-d nach t.

Dann bezeichnen wir

% Die im Abschnitt ,Bestimmtheit* angesprochene unidt Bezug auf Vergleichbarkeit angemessenere
Konstruktion des Nenners, ist hier nicht gewahdt,hier eine breitere Information angestrebt wiiid, gsich auf
den Vergleich auch zur Bezugsgrolie stitzt.
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» die x<q(1/3) als deanteren Skalenbereich
» die xJ[q(1/3); q(2/3)] als dezentralen Skalenbereich
e und die x>q(2/3) als demberen Skalenbereich

einer Quantilsfunktion g und nennen @gnamik einer Kennzahl K;;

« normal, falls der untere Skalenbereich v@g; nur Werte kleiner 0 enthélt und der obere
Skalenbereich nur Werte gréRer 0,
» inflationdr, falls der obere und der zentrale Skalenbergjgmur Werte gréRer O enthalt und

* reaktionér, falls der untere und der zentrale Skalenbergjgmur Werte kleiner O enthalt,

wobei die Begriffsbildung - wie auch im Folgendeder einfacheren Verstédndigung und weniger der

in konkreten Anwendungen immer auch intuitiv treffen Bezeichnung dient.

Des Weiteren ist dann von Bedeutung wie - insbes@nduch mit welcher Intensita - sich die
Charaktere normal, inflationar und reaktionéar dgn@miken auf die Verteilung der Kennzahlwerte
Kit«(u) auswirken, inwieweit sich also durch die Dynknaiuch charakteristische interpretierbare

Veranderungen der Gestalt der Verteilung der Kemmzrte im Zeitablauf ergeben.

Auch hier ist im Allgemeinen die zuséatzliche Behtamg allein der durchschnittlichen Veranderung
der Kennzahlwerte in den definierten Skalenbergici@nten, zentral und oben) weniger
aussagekraftig, zumal sich das Zufallsrisiko daminetne geringere Anzahl zu Grunde gelegter Daten
auswirkt, weswegen wir auch in den genannten Skeleichen der Kennzahlwerte; (), die
Dreiteilung der Betrachtung beibehaltend, jeweil®i dStitzstellen betrachten wollen, um die
Verédnderung der Form der Verteilung der Kennzahtkvéber den Drift der Stitzstellen beurteilen zu

kdnnen.

Wir legen daher unserer Betrachtung jeweils diektékmla der Feinheid=0,1 der Kennzahlwerte
Ki(u) zu Grunde. Verallgemeinerungen fir eine grofektheit sind naheliegend aber besonders in

der Umsetzung auch aufwendiger.
Sei ferner die relative Verdnderung der Marktskada t-d nach t in den Stitzstellen in #;,

analoger Weise definiert. Dann nennen wir eine Kahh K von t-d nach t beziglich einer

unveranderten Objektmenge U:
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Skalenbereiche:

unten zentral oben
Dynamikbereiche:
inflationar normal reaktionar

Evolutorische Charaktere (Erstgenannte schlieBen Nachgenannte aus):

<-- diskriminierend -->
--> marginalisierend <--
inflationar -->
reaktionar <--
<-- schwach diskriminierend
--> schwach marginalisierend

-- -- erhaltend -- --

Abbildung: Evolutorische Skalen-Charaktere

inflationar zur Intensitat | , wenn die zugehdérige Dynamik inflationar ist unohdestens 2 der 3
Skalenpunkte ¢*0,1), r=7,8,9, im oberen Skalenbereich vonwn t-d nach t eine positive
relative Veranderung gré3er | aufweisen.
reaktiondr zur Intensitét | , wenn die zugehdrige Dynamik reaktionar ist unddastens 2 der 3
Skalenpunkte ¢*0,1), r=7,8,9, im oberen Skalenbereich vonuén t-d nach t eine negative
relative Veranderung kleiner -l aufweisen.
diskriminierend zur Intensitat | , wenn die zugehorige Dynamik normal ist und mineles 2 der
3 Skalenpunkte *0,1), r=1,2,3, im unteren Skalenbereich vonviin t-d nach t eine negative
relative Veranderung kleiner -1 aufweisen und mstdas 2 der 3 Skalenpunktértp,1), r=7,8,9,
im oberen Skalenbereich von; Kon t-d nach t eine positive relative VerandergrgQRer |
aufweisen.
marginalisierend zur Intensitat |, wenn die zugehorige Dynamik normal ist und mineles 2
der 3 Skalenpunkte(g0,1), r=1,2,3, im unteren Skalenbereich vorvén t-d nach t eine positive
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relative Verdnderung grol3er | aufweisen und miretes? der 3 Skalenpunktgr0,1), r=7,8,9,
im oberen Skalenbereich von; Kon t-d nach t eine negative relative Veranderulainer -I
aufweisen.

e schwach diskriminierend zur Intensitéat I, wenn die zugehdrige Dynamik reaktionér ist und
mindestens 2 der 3 Skalenpunkig*@,1), r=1,2,3, im unteren Skalenbereich vorviin t-d nach
t eine negative relative Veranderung kleiner -maifen und Knicht reaktionar ist.

« schwach marginalisierend zur Intensitéat | wenn die zugehdrige Dynamik inflationar ist und
mindestens 2 der 3 Skalenpunki@g*q,1), r=1,2,3, im unteren Skalenbereich vorviin t-d nach
t eine positive relative Veranderung groRRer | aienre und K nicht inflationar ist.

« erhaltend zum Niveau |,wenn die zugehérige Dynamik normal ist,rifcht diskriminierend oder
marginalisierend ist und mindestens 2 der 3 Skaiekie ¢r*0,1), r=1,2,3, im unteren
Skalenbereich und mindestens 2 der 3 Skalenpuy(kt®,1), r=7,8,9, im oberen Skalenbereich
von K; von t-d nach t keine betragsmafige relative Vexeunty grofer | aufweisen.

e undefiniert entwickelt, in den sonstigen Fallen.

Von besonderer Bedeutung sind dann jeweils die maein Intensitaten bzw. das minimale Niveau.
Womit sich dber den Zeitspannenparameter d auclke @m Sinne von Frihwarnfunktionen

interpretierbare Beobachtung von Systemen gestiifsn

Da Objektzu- und abwanderungen erhebliche von dedgeaeigten Entwicklungen unabhangige
Verteilungsverédnderungen zur Folge haben kénneshesondere wenn die statistische Basis eher
geringeren Umfanges ist, ist es zumeist sinnvalierBetrachtungen fir sogenannte geschlossene in
den Objekten unverdnderte Systeme vorzunehmenimviasnkreten Fall zu einer Einschrankung zur
Verfligung stehender Daten fuhren kann. Objektefefitenden Werten bringen ahnliche Probleme

mit sich wie Zu- und Abwanderungen.

Wie auch Erwartungswerte und andere Momente vonteliengen reduzieren die definierten
Entwicklungen mit der (maximalen) Intensitat bzwit mem (minimalen) Niveau die wertmafige
Information auf einen einzelnen Wert. Auch die hsigit bzw. das Niveau sind dann direkt abhangig
von der gesamten Verteilung zum Zeitpunkt t-d unda wie beim Median im Vergleich zum
Erwartungswert deutlicher die Anzahl der Datendids Lage der Daten zu Bedeutung gelangt, sind

die Intensitaten und das Niveau jedoch wenigeridanczelne ,Ausrei3er” verfalscht.
Vom gesagten unabhangig ist die Veranderung bésspeese des Erwartungswertes der Kennzahlen

von t-d nach t eine =zusatzliche Information, diedogh keine Aussage uber die innere

Strukturveranderung betrachteter Systeme zulaf¥. fisatzliche Betrachtung der Verénderung
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beispielsweise der Streuung und der Schiefe deteMangen kdnnen hingegen insbesondere bei

geringer Datenbasis sehr stark durch Ausrei3eélselit sein.

Fur die Entwicklungen inflationar, reaktionar, welth diskriminierend und schwach
marginalisierend ist die relative Verdnderung desnizahldurchschnitte;.f offensichtlich eine

wichtige interpretatorische Bezugsgroéi3e.

Die Charaktere hier sind an mdglichen Umsetzungenauch an mathematischen Interpretationen
orientiert, besonders aber auch an der Beobackmichgrein zufélliger Entwicklungen, weswegen die

Definitionen insbesondere mittels auch der Dyna8iilen eine Tragfahigkeit der Entwicklungen im

Sinne einer ausreichenden Stiitzung gewahrleisiéa. Evolutions-Theori€ kennt im allgemeinen

andere Charaktere mit denen teilweise Uberschnge&tugegeben sind.
2.6. Zur Technik der multivariaten Analyse mitts/es-Regeln

Die Darstellung ist an das versicherungsmathenteifroblem der Pramienfindung fir ein Kollektiv

von Versicherten mit als zufallig erachteten Schéatelerungen angelehnt.
2.6.1 Bayes-Regeln

Im Folgenden sei die Nicht-Entartetheit der Proldeworausgesetzt. Seien also Zufallsvariablen
(teilweise auch Risiken genannt) ,XX,, .. , X, Y und © U0Uber einem gemeinsamen
Wabhrscheinlichkeitsraum gegeben. Ferner seien dikallZvariablen X gegeben® stochastisch
unabhangig (i=1,..,n). Sei auBerdémiR x IR - IR eine Verlustfunktion, deren Wert an der Stelle
(x,d) als der Verlust interpretiert werde, den wileiden, wenn x die Realisierung des Risikos X und
d=H (X) die fur X kalkulierte Pramie ist.

Eine Mdoglichkeit der Pramienfestlegung ld£X) ist dann Uber die Minimierung des erwarteten
Verlustes
[Lecd) PX ) (@)

beziglich d gegeben. Mittels der folgend aussclitie®@erwendeten Verlustfunktion

L(x,d):=(x —d)?

2Tvgl etwa Allen 1998, S. 61ff
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erhéalt man so bekanntermaf3en die PrdhhiX)=E(X).

In Erweiterung kann ein Entscheidungsmddddetrachtet werden, mittels dessen Pramien ermnittel
werden, die sich als Bayes-Regeln interpretierssela. Hierzu wird das Kollektiv der Risiken als a-
priori mittels eines Parametells, dem sogenannten Strukturparameter, differenetrachtet, der als
Realisierung einer Zufallsvariab@ angesehen wird. Die Verteilung vé& wird dann auch A-priori

bzw. Strukturverteilung genannt.

Bezeichnen wir die gemaR (1) analog bestimmte Rréeziiglich® gegeben X mit &), so erhalten

wir mit der Minimierung des erwarteten Verlustes

OX=x

fL@®).f)P @) (2

die auch als erfahrungstarifierte Pramie bezeighnegelle Zahl £ (x) die sich hier als
E[G)|X=x] ergibt und wobei wir in X dann die Schadenerfagruabbilden. T ist eine

Entscheidungsfunktion die auch den erwarteten gerlu

EL(d(©),f(X))

[ L@®).t () PO (d(,x))
[JL@®).f) PX1® (dx) PO (39)
([ L®).109) PO (69) PX (@)

unter allen Entscheidungsfunktionen f minimiert usdmit auch als Bayes-Regéizgl. Ip®

interpretiert werden kann. Die Bayes-Regel ist den Entscheidungsfunktion, die man mit Hilfe des

Minimierungsproblems
. Y|© o)X
min[[ Lva) P @) PP @) @

erhalt, der sogenannten empirischen Bayes-Regehtauscheiden, die sich hier zu

OX =x

E[Y|X =x]=[E[Y|©=8]P (d9)

%y/gl Heilmann, Kapitel 5.2
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ergibt. Bayes- und empirische Bayes-Regeln stimman in Spezialfallen von L uberein, so
beispielsweise, wie man leicht nachweist, insbesmndei der oben festgelegten quadratischen

Verlustfunktion.

Bei Heilmanni® wird in

Pe\x - Pe\xl,xz,..xn

den sogenannten a-posteriori Verteilungen, ein efsittder individuellen Schadenerfahrung
aufeinander folgender Perioden verbessertes a-pvissen gesehen. Abweichend hiervon verwenden
wir X zur Modellierung zufalliger objektiver Schatmerkmalsauspragungen, den Auspragungen der

Tarifmerkmale, um hieraus ein a-posteriori Wissererhalten.

Wir befassen uns im Folgenden mit der empirischayeB-Regel, die, wenn wir mittels Y die
antizipierte zukunftige Schadenverteilung und rsttX=(X;, X5, .. X, die Verteilung(en) der
differenzierenden Tarifmerkmalsauspragungen eir@keklivs sowie mittel® die Strukturverteilung

modellieren, eine Prognose- und eine Diagnose-Kopi@ enthalt:

E[Y[x =x]= [EY|jo=9] PP*™*@9) ()

Prognose Diagnose

3.2 Dempster-Shafer Updating

Von Bedeutung sei nun die Ermittlung der a-posterMerteilung im Sinne der Diagnose-

Komponente in (4)

Ipe\x _ Ipe\xl,xz,..xn _

Als Rechenregeln gelten:

o,X
* Bedingte Wahrscheinlichkeit P@‘X _P

pX

2 Vgl. ebenda. Es ist dann zusatzlich zur bedingtaabhéngigkeit die Verteilungsidentitét tiber digiGten
angenommen, was flr die Betrachtung der Klassejugrter Verteilungen von Bedeutung ist.
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« Totale Wahrscheinlichkeit PX=% pX© po (5)
)

alx PX\G) p®© stoch le\G)“ pxn‘e p©
_—z Px‘e P@ UnT’:lbh Z le\e“ PXn‘O PO

9 9

e Bayes-Updating P

(6)

Letzteres lasst - bei gegebener stochastischer Hangigkeit der durch Xgegeben® gegebenen
Verteilungen - die Ermittlung der a-posteriori \hing aus den einzelnen Verteilungen der

Tarifmerkmale in dem bezlglig® strukturierten Kollektiv zu. Die empirische Ernhitdg von IPX‘(a

anhand der Verhaltnisse eines gegebenen Kollektivsdann aber zur Folge, dass sie sich auf das
Datenvolumen des Teilkollektivs gegeb®=sd beschranken muf3, was immer dann ein Nachteil ist,
wenn © starker differenziert als die einzelnen Tarifmesakey was wiederum in praktischen
Anwedungen nahezu immer der Fall sein wird. Besgpschafft hier das Updating nach Dempster

und Shafe¥, das auch als Kombinations-Regel bekannt ist.

OX1 pOX2
« Kombinations-Regel poX1Xz P P

OX1 pOX %
3 Pt pEt2
9

Die Kombinations-Regel ist assoziativ, das heildiiks

e Assoziativitat

pOX1 pOIXs

pOl(X1.X2). X3 _ = pOX1.X2.X3 _ pOIX1,(X2.X3)

OX; pOX ®
> POt prins
9

Und wie man mittels obiger Rechenregeln leicht maght gilt unter Ausnutzung der stochastischen

Unabhéangigkeit von }Xgegeber®

n
pOX 1 Xn _ le\e_._Pxn\e(Pe)

3 le‘@...Px”‘@(P@)n - ®
9

%0 vgl beziiglich des folgend aufgefiihrten Zusammegkarauch Holz: ,Fuzzy Sets in der Tarifierung®, Kelp
6. Fur die Dempster-Shafer-Theorie vgl. auch KahlasMathematical Theory of Hints".
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was bei zusatzlicher Annahme einer Gleichverteilfimg® offensichtlich exakt dem Bayes-Updating

entspricht. Ferner gilt unter Ausnutzung von (63l ¢B) in (9) mit beliebigen Verteilungen f@r

n
SOX1.Xn (9),s:toch le,..,xn\e(P@)
Unabh 5 le,..,xn\e(Pe)n
9
(10)
n-1
(6)':(5) pOX1,-Xp (Pe)
5 pOIX1.Xn (P@)n-l
9

sowie auch
pOX1..Xn (9)’(3)'(5) pOX1_ pHXn

3 pOX1  pOXn
9

Die Verwendung der Kombinations-Regel an Stelle dsyes-Updatings in der Diagnose-

Komponente von (4) hat dann also die Verzerrung

I ) i
z(a,xl,..,xn)-z S (Pe)“—l (12)
)

zur Folge, die in Anwendungen zur GewahrleistungBleyes’schen Verhaltnisse unter Verwendung
von (11) herausgerechnet werden kann und im FalGiigichverteilung fUi© offensichtlich gleich 1

ist.
Die Formel (11) stellt dann eine gegenuber derstsiischen Unabhangigkeit allgemeinere Form der

Zerlegung von a-posteriori Verteilungen dar, dieeralzur Gewdahrleistung der stochastischen

Verhaltnisse der genannten Voraussetzungen bedarf.

e Spezifitat

Eine weitere, empirisch relevante Eigenschaft demKinations-Regel ist deren Spezifizierungs-

Eigenschaft. Beschreibe

33



1 falls 9=06
dg(D) = ,
0, sonst

die sogenannte Dirac-Funktion fiirdie Konzentration der gesamten Masse einer \lengin einem

PunktB. Dann ist sofern in der Kombinations-Regel nureeiler beteiligten Verteilungen durch eine
Dirac-Funktion beschrieben ist, die mittels der Kamations-Regel ermittelte a-posteriori Verteilung
ebenfalls auB konzentriert also auch insgesamt eine Dirac-Fonktiir 8 sofern insgesamt Evidenz

fur 8 gegeben ist.

Die genannte Eigenschaft stellt einen Spezial-dfailSpezifizierungs-Eigenschaft der Kombinations-
Regel dar. Allgemein betont die Normierung des Bkoes der a-posteriori Verteilungen gegebgn X
(i=1,..,n) auf die Summe 1 bezlglié die gemeinsam hohen a-posteriori Wahrscheinlitdkezu
Lasten der unterschiedlichen a-posteriori Wahrsdiokkeiten, was allein aus der Krimmung des
Graphen der Verknupfung von Verteilungen mittels Meltiplikation resultiert und womit besonders

Ubereinstimmende Evidenz hervorgehoben wird.
» Kontrare Evidenz
Verknupfen wir andererseits sich gegenseitig adiefdmde Evidenz etwa in Form zweier Dirac-

Funktionen
691(8) und 692(8), CIELCD)

in der Kombinationsregel, dann erhalt das so cherisierte Objekt unabhédngig von weiteren

Merkmalen die Evidenz O zu jeddirder a-priori Struktur.

Letzteres ist bei der empirischen Ermittlung voposteriori Verteilungen, wie dies im Weiteren

beschrieben ist, ausgeschlossen, bei einer sulgekiiestlegung von Evidenz aber zu beachten.
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